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Hessen Landesabitur 2011 — Aufgaben fur wissenschaftliche Taschenrechner

Aufgabe Al

Lasst man heiflen Kaffee eine Zeit lang stehen. kiihlt sich der Kaffee bis auf die Umgebungstempe-
ratur ab. Die Abkiihlung geschieht nach dem Newtonschen Abkiihlungsgesetz:

T()=(T, - Ty )-e™ +Ty
Dabei bedeutet: T(t):  Temperatur des Kaffees (in °C) nach t Minuten,

t: Zeit (in Minuten),

To: Temperatur des Kaffees (in °C) zum Zeitpunkt t = 0,

Tu: Umgebungstemperatur (in °C),

k: Abkiihlungsfaktor, von Material und Oberflachenbeschaffenheit des

Behilters abhingige Konstante (in 1/min)

1.1  Die Anfangstemperatur des Kaffees in einer Tasse sei 80°C, die Raumtemperatur 21°C und der
Abkiithlungsfaktor 0,13.
Weisen Sie nach, dass die Temperatur des Kaffees nach 10 Minuten 37,1°C betragt, und berech-
nen Sie die Temperatur des Kaffees nach 2 und nach 5 Minuten. Skizzieren Sie den Graphen der
Funktion T in dem Intervall [0;30].

1.2 Man verbriiht sich nicht, wenn die Temperatur des Kaffees unter 45°C gesunken ist.
Ermitteln Sie ohne Rechnung anhand einer geeigneten Skizze die Wartezeit, bis der Kaffee eine
geringere Temperatur als 45°C hat.

(9 BE)
» Mogliche Bearbeitung der Teilaufgabe 1.1 mithilfe des TI-30X Pro
Eingabe des Funktionsterrms ( [table] )
_ finr=R30-21 0k F||Fipi=d "9 1501210
EHEdit function
Berechnung von Funktionswerten
% i % Fiun % (%S
P £, HAZO4ZEE | (5 |51. FO0F00EE lll;P I7. OF9ZFEFD
£0, IHEZEEE " || 4, Q4EIEQED ZE, 11922641
4 EE. OFEF 1233 YU, AHSSE922 || 12 I3 F9s0zE2
=2 ai=7 A=10
> Mogliche Bearbeitung der %
Teilaufgabe 1.2 mithilfe 75
des TI-30X Pro: 70
65
60|
Erstellen der nebenstehenden Skizze 55
mithilfe der Wertetabelle des TR 50
40
35
30
25
20
15
10
5
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28
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Gemal Wertetabelle muss die gesuchte Stelle zwischent =6 und t = 7 liegen (nahe bei t = 7). Erwartet
wurde das Ablesen des Wertes aus dem Graphen. Eine numerisch exakte Bestimmung ist moglich mithilfe
des numerischen Gleichungslosers ( [2nd] )

RAD RAD

Flza=4s e ) U !

L "R =0
SOLVE AGAIM  GUIT

In einem Becher kiihlt der Kaffee etwas langsamer ab. Seine Temperatur T verédndert sich nach folgen-
der Gleichung: T(t) = 59-¢ "+ 21. (Diese gilt fiir die Aufgaben 2.1, 3.1 und 3.2 sowie 4.)

2.1 Berechnen Sie, wie lange man jetzt mindestens warten muss, um den Kaffee ohne Verbrithungs-
gefahr trinken zu kénnen.

2
2

In einem anderen Becher wird bei sonst unverdnderten Bedingungen schon nach genau 3 Minuten
die Temperatur von 45°C unterschritten. Bestimmen Sie den Abkiihlungsfaktor fiir diesen
Becher.

(8 BE)

» Mogliche Bearbeitung der Teilaufgabe 2.1 mithilfe des TI-30X Pro:

Erstellen einer Wertetabelle fur die geanderte Funktion

RAD RAD

_ “0. 1% 1 FLL
fix1=5%e +H| |2 Y7, E104088S
ER— s 3050
HZe POMEEIOE

=3

An der Wertetabelle erkennt man, dass der gesuchte Zeitpunkt t = 9 ist.

-0,1t

Die ,rechnerische” Bestimmung der Losung der Gleichung 59 & + 21 =45 erfolgt durch Umformung:

24
In(] RAD &
59e 0% =24 % = % - -01t = |n(24j -t= —70519 S TS

» Madogliche Bearbeitung der Teilaufgabe 2.2 mithilfe des TI-30X Pro:

Nach Aufgabenstellung gilt fiir den unbekannten Parameter k: 59 [@ % + 21 = 45, also:

24 RAD *w
In(j 1n(24-59) -3
5 BB = 24 o a3 =% - 3k =|n[$} k= 29 <03 0. 2528275871

Bestimmung des gesuchten Parameters k mithilfe der Wertetabelle des angepassten Funktionsterms mit
geeigneter Schrittweite

RAD RAD RAD

Foa =50 S ||WHEAERANE LI
G - incm—)

CALC ||o=n0, =
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3.1 Berechnen Sie die Abkiihlungsgeschwindigkeit fiir t = 0. Bestimmen Sie den Zeitpunkt, zu dem
die Abkiihlungsgeschwindigkeit halb so grof ist wie fiir t = 0.

3.2 Newton hat sein Abkiihlungsgesetz auch in folgender Form angegeben: T'(t) =—k-(T(t)-Ty;)
Zeigen Sie, dass diese Gleichung fiir die Abkiihlungsfunktion des Kaffeebechers gilt.

3.3 Die Abkiihlungsgeschwindigkeit in einem besonderen (sehr gut isolierten) GefaB3, das in dem-

selben Raum steht. wird durch folgende Funktion beschrieben: A(t) =—-0.69-e™ """ telR, t = 0.

Ermuitteln Sie die zugehorige Abkithlungsfunktion und die Anfangstemperatur.
(17 BE)

» Mogliche Bearbeitung der Teilaufgabe 3.1 mithilfe des TI-30X Pro:

Man bestimmt zunachst die Ableitung f'(t) = 59 [{- 01) [ *% = -5,9 [ *1%, dann gilt f(0) =-5,9 und es ist
die Gleichung f'(t) =- 2,95 zu lésen.

. . In£2] InC0. 53/ o0.1
50 =205 . e =L o =|n(2j - t=-—2 =693 £.931471206

Man kann zur Kontrolle die numerische Ableitung ( 2nd] ) zur Zeit t = 0 bestimmen:

RAD A

|
AR IS Y
=3. 90000001

Definiert man die numerische Ableitungsfunktion als neue Funktion f, dann kann mit dieser Funktion die
numerische Ableitung an einer beliebigen Stelle bestimmt werden: An der Wertetabelle kann man ablesen,
dass ungefahr bei t = 7 die Abkiihlungsgeschwindigkeit halb so grof ist wie an der Stelle t = 0:

o O x FLLl
Fiar=gz(59ke " b [F(oo=4"+21)) . 0||e 3. EEFIEEET
7 “Z. BZBSEZTZ0
“Z. EE1040SD
r=z

Numerisch exakt kann diese Stelle mithilfe des nhumerischen Gleichungslésers bestimmt werden:

RAD RAD

tiga=-2,338 A ees

L -k =0
I CUIT

» Madogliche Bearbeitung der Teilaufgabe 3.3 mithilfe des TI-30X Pro:

Aus f'(t) = -0,69 (& **"kann man wieder auf f(t) =69 [& " + 21 zurtickschlieRen (da die innere
Ableitung gleich -0,01 ist); daher betrégt die Anfangstemperatur 69°+ 21°= 90°

Fur den Einsatz des TR bietet sich héchstens die Kontrollrechnung durch Vergleich der Wertetabellen an:

1. Méglichkeit: Vergleich der Wertetabelle der Abkiihlungsgeschwindigkeitsfunktion f* mit der Wertetabelle
der numerischen Ableitungsfunktion von f;

RAD RAD RAD RAD

Foga= -0, 60 "0 F| |l ALY Fror=—=L(gowe " F| | ey
o - P q% o [T
10 -0 EEYEE R 10 -On EEYEE R
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2. Maglichkeit: Vergleich der Wertetabelle der Funktion f mit der Wertetabelle der Funktion, die durch
numerische Integration gewonnen wird:

'F“'-'.':l;:'=l5'5|*l.=--':'":'1'x'l‘ I E":l'Fl:'I:l A I E":l'Fl:'I:l
A 22 cznzzoza F':’-"*:'=E":'+J‘.:.': “O. G| N2 iz
i0 2. USZFE15Y i0 2. USZFE15Y
x=0 a=0

4. Berechnen Sie unter Angabe einer Stammfunktion das Integral
1%
7[T(t) dt firt,=15und t; = 5.
-t t
Deuten Sie das Integral im Sachzusammenhang.
(6 BE)

» Mogliche Bearbeitung der Teilaufgabe 4 mithilfe des TI-30X Pro:

Die Berechnung des numerischen Integrals ergibt die mittlere Temperatur der i 15( -ouf

Flussigkeit im Intervall zwischent =5 und t = 15: El = e

45, 62052947

Aufgabe A2

1. Die nachtragliche Auswertung der Aufzeichnungen des Hohenbarometers eines Heillluftballons

ergab, dass sich die Hohe des Ballons tiber dem Startpunkt der Ballonfahrt durch die Funktion h
mit der Gleichung h(t) = 0,5t + 2t* + t beschreiben lasst.

t: Zeit in Stunden

h(t): Hohe in 100 Metern

Der Ballon startet zum Zeitpunkt t = 0 in der Héhe h = 0.

1.1  Berechnen Sie die Dauer der Ballonfahrt sowie die grofite erreichte Hohe unter der Annahme,
dass der Ballon eine ebene Landschaft tiberfliegt.
Geben Sie einen fiir den Sachzusammenhang sinnvollen Definitionsbereich an.

1.2 Berechnen Sie den Wendepunkt des Graphen von h und deuten Sie diesen im Sachzusammen-
hang.

1.3 Skizzieren Sie den Graphen von h (Héhenprofil der Ballonfahrt).
(22 BE)

» Mogliche Bearbeitung der Teilaufgabe 1.1 und 1.3 mithilfe des TI-30X Pro:

Eingabe des Funktionsterms, Berechnung von Funktionswerten (um einen Uberblick zu gewinnen und fiir
die Skizze des Graphen)

RAD RAD RAD

=0, Sa + 2050 | o o ¥ L A
. g b
s E PN E
=0 =L

Bestimmung der ersten positiven Nullstelle mithilfe des numerischen Gleichungslésers ( [2nd]{E] ):

RAD RAD

flza= R oz

L - kK =0
SOLVE AGAIM  QUIT

Damit ergibt sich als sinnvoller Definitionsbereich das Intervall 0 < t < 4,45.
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Bestimmung des Maximums mithilfe der numerischen Ableitung:

RAD & RUD - RAD A

o _ Epmnpgy [
rEALRER PR B sy i 7. 525523952

I CUIT

Da unter der Variablen x der Wert der Nullstelle der numerischen Ableitung gespeichert ist, kann mit f(x)
([table] ) der zugehorige Funktionswert berechnet werden. Die grofite erreichte Hohe betragt daher etwa 753
m.

» Mogliche Bearbeitung der Teilaufgabe 1.2 mithilfe des TI-30X Pro:

Es gilt h'(t) =-1,5t2+ 4t + 1 und h"(t) = - 3t + 4. Die Wendestelle liegt (wegen des Verlaufs des Graphen) bei
t = 4/3. Der Funktionswert kann mithilfe des TR bestimmt werden (entweder einzeln Uber die Wertetabelle
mit Schrittweite 1/3):

FAD & RAD RAD RAD =

FOds30 THELE SETLE Hl, " £ P ] B
3. TOSF0ET04 230275z L 33333% é .';.Egaé.ém;-
GIEAR T = 7 1. EEEEF| . "
CALC ||FTai==. Fo=s-0=-0=-04

Der steilste Anstieg des Heil3luftballons fand also zum Zeitpunkt t = 4/3 statt, d. h. nach 1 Stunde und 20
Minuten; der HeilRluftballon hatte zu diesem Zeitpunkt eine Hohe von 370 m und stieg mit einer
Geschwindigkeit von ca. 367 m/h, d. i. ca. 6 m/min (nicht verlangte Informationen).

» Mogliche Bearbeitung der Teilaufgabe 1.3 mithilfe ~ ~
des TI-30X Pro: 7
Erstellen der nebenstehenden Skizze mithilfe der
Wertetabelle des TR i
2. Die Ballonhiille eines HeifMluftballons wird durch horizontale und vertikale Lastbinder, die in

die Hiille eingenéht sind, stabilisiert. Die horizontalen Lastbédnder verlaufen wie Fassringe rund
um die Hiille. Die vertikalen Lastbdnder laufen vom hochsten Punkt des Ballons seitlich herab
bis zum runden Brennerrahmen, der oberhalb der Austrittsdiise des Brenners sitzt (siche Mate-
rial 1). Am Ballondquator ist der Umfang des Ballons maximal.

1 s 1 3 1 > 3

= xt*_ - - x4+ ‘X —1 und
2000 100 1000 100

L x* +_L X0 +_L x2 ——.x +1 stellen den Umriss
2000 100 1000 100

des HeiBluftballons hinreichend genau dar (siehe Material 2).

Ordnen Sie die Graphen in Material 2 den Funktionsgleichungen f;(x) und £5(x) zu. Begriinden

Sie ihre Entscheidung.

2
—

Die Funktionen f; mit der Gleichung f,(x)

) mit der Gleichung f,(x)=-
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f(x)

12]

Balloniiquator 6]

< Brennerrahmen L

Brenner —> .j

2.2 Begriinden Sie an einem wesentlichen Gesichtspunkt, warum die Graphen von f;(x) und £5(x)

die reale Ballonhiille nicht optimal beschreiben.
2.3 Bestimmen Sie die Ableitung von f;(x) und zeigen Sie, dass auch

1 . fen
£/ (x)=— (x=1)(x+1)-(x-15) gilt.
500

2.4  Berechnen Sie die Liange des horizontalen Lastbandes am Ballondquator.
2.5 Erldutern Sie die Bedeutung der folgenden Gleichung im Sachzusammenhang und beschreiben

Sie die zur Berechnung notwendigen Schritte.

(! 1 1 3
TE"[( xt e — o -——x?+—.x—1)%dx =2033,9
. 2000 100 1000 100

(18 BE)

» Mogliche Bearbeitung der Teilaufgabe 2.1 mithilfe des TI-30X Pro:

An der Wertetabelle kann man ablesen, dass mit f; der untere Graph beschrieben wird:

FAD RRD FAD
£ (4=, 00054 —, Op qi_ AL 13 o s
" 9205 0 LR
z “l. 015 =. 2135
a=0 i=zi

» Madogliche Bearbeitung der Teilaufgabe 2.3 mithilfe des TI-30X Pro:

Mithilfe des numerischen Gleichungslosers kann man die Nullstellen der numerischen Ableitung bestimmen:
X=-1,x=+41,x=+15

o 1 1 1 T 1 t
ﬁ':'F':':l:-:'l.x_=.x_=|:| E:'] = =
L -Fk =0 L -F =a L - F =0

SOLVE AGAIN  QUIT I CUIT I CUIT

» Madogliche Bearbeitung der Teilaufgabe 2.4 mithilfe des TI-30X Pro:

Gesucht ist der Betrag des Funktionswerts am Minimum der Funktion, also bei x = 15. Da unter x der zuletzt
bestimmte Wert gespeichert ist, geniigt die Eingabe f(x) in der [table]-Option. Der Umfang berechnet sich
daher zu u =21 9,2125= 57,88 m.

FAD & RAD v

o SR, 2125( [ F -3, 2125
sk
-57. 258384464
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» Madogliche Bearbeitung der Teilaufgabe 2.5 mithilfe des TI-30X Pro:

Das Volumen der durch die Funktion modellierten Rotationskérpers ist in der Aufgabenstellung vorgegeben;
es kdnnte mithilfe des TR problemlos numerisch bestimmt werden:

RAD A

Z0
n*fi CFCanE
2033, 899689

Aufgabe B1

1. An eine Sporthalle soll ein Anbau auf dem trapezformigen Grundriss G,G,G:G, mit G, (20]10|0),
G,(0]15]0), G3(0/0]0) und G4(20]0|0) errichtet werden (siche Material 1, Angaben in Metern).
An der Wand zur Halle, die in der x;x;-Ebene liegt, wird der Anbau 9m hoch, an der Ecke G;
7m und an der Ecke G, 6m.

1.1  Geben Sie zunichst die Koordinaten der vier Eckpunkte der Dachfliche an. Zeichnen Sie dann
den Anbau mit Dachflache in das Material 1 ein.

1.2 Bestimmen Sie fiir die Ebene E, in der die Dachflache liegt, jeweils eine Gleichung in Parameter-

und in Koordinatenform. [Kontrollergebnis: E: X, + 5x3 — 45 = 0]
(12 BE)

Sporthalle

'4:"}>

| I 1 w [

A A HH

» Mogliche Bearbeitung der Teilaufgabe 1.2 mithilfe des TI-30X Pro:

Das Dach des Anbaus wird bestimmt durch die vier Punkte H; (20]|10|7), H»(0|15|6), Hz (0]0]9) und
H4(20]0|9). Die Ebene wird aufgespannt beispielsweise durch die Ebene durch die drei Punkte H;, H,, Hy

20 20-20 0-20) (20 0 -20
x=|0 [+r110-0 |+s0 0-0 |=| O |+r10 |+s0 O
9 7-9 9-9 9 -2 0

Fur den Nachweis, dass der Punkt H; in dieser Ebene liegt, misste man das Gleichungssystem lésen:

20 0 -20 0 Or —20s =-20
0 [+r 10 |+s 0 |=|15| = |10r +0s =15
9 -2 0 6 -2r +0s =-3

Man liest unmittelbar ab, dassr = 1,5 und s = 1 sein missen.

© Heinz Klaus Strick 2011 Seite 8 von 18



Hessen Landesabitur 2011 — Aufgaben fur wissenschaftliche Taschenrechner

0
Ein Normalenvektor der Ebene steht senkrecht auf den beiden Richtungsvektoren; offensichtlich ist P
5

ein solcher Vektor. Falls eine Rechnung notwendig ware, kdnnte dieser auch mithilfe des TR erfolgen:

Losung des linearen Gleichungssystems mit zwei Gleichungen und drei Variablen:

0-n+10-n;—2-n3=00-20-n; +0- ny +0 - ng =0: Der Lésungsvektor ist , fur z = 5 ergibt sich

0
0,2z
z
der angegebene Normalenvektor. Einsetzen der Koordinaten eines Punktes, z. B . Hs, liefert dann die

Koordinatengleichung x, + 5x3 = 45.

) Eg 13 g| ﬂ (== == ULLT L UH] (=5 -SuULLUT L UN] gi|=5= -SULLUT L UH] t
0 0 2 =0 =0+ % z =z
+ | I GUIT
2. An der Stelle F(4|35]0) steht ein Flutlichtmast mit einer Hohe von 20m (siche Material 1). Der

Mast wird von der Sonne beschienen und wirtt einen Schatten auf den Anbau. Die Sonnen-
3 N

strahlen werden zum Zeitpunkt der Beobachtung durch den Vektor v = | —5 | beschrieben.
9]

2.1 Berechnen Sie die Koordinaten des Schattenpunkts S der Mastspitze auf dem Dach des Anbaus.
43 f 2
Die Gerade g: X=| 35 [+1] =5 | ,relR, schneidet die x;x;-Ebene im Punkt S,(10|20(0).
\ 6] =2

Erkléaren Sie, wie mit Hilfe dieser Angaben der gesamte Schatten des Flutlichtmastes ohne wei-
tere Rechnung bestimmt werden kann. Zeichnen Sie den Schatten in Material 1 ein.

5]
5]

(10 BE)

» Madogliche Bearbeitung der Teilaufgabe 2.1 mithilfe des TI-30X Pro:

Der Schnittpunkt der Geraden, die durch = gegeben ist, mit der oben bestimmten Ebene

35|+td-5
20 -2
kénnte durch Einsetzen der Koordinaten x; = 4 + 2t, X, = 35 — 5t, x3 = 20 — 2t in die Koordinatengleichung
der Ebene erfolgen. Mit Rechnerhilfe kann dies aber auch (wenn auch aufwéandiger) mithilfe der
Parameterdarstellung der Ebene erfolgen: Zulésen ist ein lineares Gleichungssystem mit drei Gleichungen
und drei Variablen:

4 2 20 0 -20 Or —20s -2t =-16
35|+t-5|=| 0 |+rJJ10 |+s O |« |10r +0s+5t =35
20 -2 9 -2 0 -2r +0s+2t =11
o CZo TE| - iE)| |k g i) glls 2= -=uLlUTIuH] s 2= -=uLlUTIuH] t
g % 5 S m—
epgaya| | YT 2 = B
4 4| N CUIT

Setzt man die Parameter-Werte (r =% und s = Y5 in die Parameterdarstellung der Ebene oder t = 6 in die
Parameterdarstellung der Gerade) ein, dann erhalt man den Schnittpunkt S; (16 | 5 | 8).
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3. Auf dem Anbaudach soll eine Solaranlage installiert werden. Fiir eine optimale Ausbeute muss
i 2\
=
die Solarzelle senkrecht zu w = | -3 | (optimale Einstrahlung der Sonne) montiert werden.

5

Der Winkel zwischen Solarzellen und Dach kann durch Stiitzen variiert
werden; allerdings muss die Vorderkante der Zellen auf einer Geraden z
=

angebracht werden, die in der Dachebene liegt und orthogonal zur [-
Sonnenrichtung verlauft. =
10)  (=13) —
Zeigen Sie, dass die Gerade h: X=| 5 !+1' 15 | ,relR, geeignet ist.
\ 8 I \ =3

(8 BE)

» Madogliche Bearbeitung der Teilaufgabe 3 mithilfe des TI-30X Pro:

Der Nachweis, dass die angegebene Gerade orthogonal zur Sonnenrichtung verlauft, erfolgt durch

_ -3 -13
Bestimmung des Skalarprodukts: 310 15 |=39-45+6=0
-2 -3

Zur Berechnung kann auch der TR verwendet werden:

DEG DEG DEG DEG -

[ = "2 ]) O it =] |HAMES al EDIT ((DotPCLul-[w1x 0O
Dot Product

t CrossProduct
e = e - 1= Jinorm madnitude

Der Nachweis, dass die angegebene Gerade h in der Dach-Ebene verlauft, kann mithilfe des linearen
Gleichungssystems erfolgen, durch das die gemeinsamen Punkte der Dachebene und der Geraden
bestimmt werden:

10 -13 20 0 -20 Or —20s +13t =-10
5|+t 15 |=| O [+r[J10 |+s 0 |= | 10r+0s-15t=5
8 -3 9 -2 0 -2r+0s+3t=-1
13 '23 El '1% =75 =S 0LUT I OH] U=z -S0LUT I OH] U=z -S0LUT I OH] t
- i - =1_.= =1_,1= =
z u] = =-x.—2+22 9—2+2Dz ==
+ 4| NN  GUIT

Setzt man die Ldésungen fir r und s in die Parameterdarstellung der Ebene ein, so erhalt man eine
Parameterdarstellung der Gerade h:

20 0 -20 20 0 -20 0 -20 10 -13

0 +[1+§t] 10 +[1+EtJ 0 |=|0 +i 10 +i 0 +(§t] 10 +[Etj 0 |[=|5 [+t 15
2 2 20 2 2 2 20

9 - 9 -2 0 -2 0 8 -3

Alternativ kann man zeigen: Der Aufhangepunkt der Geraden h liegt in der Ebene, d. h. das lineare
Gleichungssystem mit drei Gleichungen und zwei Variablen besitzt eine Lsung:

10 20 0 -20 Or —20s =-10
5 (=] 0 [+r[J10 |+s 0 |=| 10r +0s=5
8 9 -2 0 -2r+0s=-1
o -E0 o I R =91 S Ol LT 10 H| Uil=5= - 0L UT I OH] U= - 0L UT I OH] t
i 7§ g HTES o
Epmns| | YT 2 -3 =
4 4| SOLVE AGAIH 2UIT
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und der Richtungsvektor der Geraden h lasst sich als Linearkombination der beiden Richtungsvektoren der
Ebene darstellen. Fir das hierfir zu I6sende lineare Gleichungssystem wird zwar kein TR benétigt, aber
dieser Losungsweg soll hier trotzdem gezeigt werden:

-13 0 -20 Or —20s =-13
15 |=r[J10 |[+s] O | < |10r +0s =15
-3 -2 0 -2r+0s=-3
13 -z g ia =9 == OLLT IO yl|= 7= -SoLUT I OR| gll|= 7= -S0LLUT L OH| t
= 1=
"2 0 ol -zl == 4= =5 Z=z
=L L'E] =z b= m]
4 4| N cUIT
. -13 0 -20
d. h. es gilt: 15 =% 10 +£ 0
-3 -2 0
Aufgabe B2

An emnem Berg gibt es einen Hang, der sich annidhernd durch eine Dreiecksfliche beschreiben lisst. In
ein Koordinatensystem iibertragen liegt die Spitze dieses Hanges im Punkt P(0]0/2.5). Die beiden
Eckpunkte am Ful} des Berges sind Q(4/0]0) und R(2|5]0). Die Koordinaten geben dabei die
Entfernungen in x-, y- und z-Richtung in 100m an.

1.1  Zeichnen Sie die Punkte und den Hang in das vorgegebene Koordinatensystem (Material 1) und
ermitteln Sie eine Parameter- sowie eine Koordinatengleichung der Ebene E, in der der Hang
liegt.

[ Mégliches Ergebnis: E: 2.5x+yv+4z=10]

2.5
1.2 Zeigen Sie, dass der Vektor i=| 1 | orthogonal zu der Ebene E steht.
4 s
0)
1.3 Bestimmen Sie den Winkel zwischen den Vektoren 1 und | 0 |.
1
Interpretieren Sie das Ergebnis bezogen auf die Ebene E.
(14 BE)
z ///
_?//
2 4 /
.g/," ’
1 /2/ /’/
i
) il ¥
3 2 1 /// o] 1 2 3 4 5 6
2,/ 1
3/
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» Maogliche Bearbeitung der Teilaufgabe 1.1 mithilfe des TI-30X Pro:

Aus den Koordinaten der Punkte P(0]0|2,5), Q(4|0]|0) und R(2|5|0) bestimmt man eine Parameterdarstellung
der Ebene:

0 4-0 2-0 0 4 2
x=| 0 |[+r0 0-0 |+s1 5-0 |=| O |+r] 0 |+sO 5
25 0-25 0-25) |25 -25 -25

Um eine Koordinatengleichung zu bestimmen, sucht man einen zur Ebene orthogonalen Vektor. echnerisch
geschieht dies durch Lésung des linearen Gleichungssystems mit zwei Gleichungen und drei Variablen:

4.nl+0-n2—2,5'n3=0|:|2'n1+5'n2_215.n3:0:

DEG DEG DEG DEG
e §§| ﬂ == -SOLUT T O] gz -0l UT 1oH] ul=7= == 0L0TIOH t
= =+ = =+ L _
1] ] 1] - =0+ = = y=+ 3 Il Z=Z
4 4| N cUIT

5
Der Lésungsvektor ist éz , fir z = 4 ergibt sich der angegebene Normalenvektor. Einsetzen der
fA:
z

Koordinaten eines Punktes, z. B. Q, liefert dann die Koordinatengleichung 2,5x + 1y + 4z = 10.

» Mogliche Bearbeitung der Teilaufgabe 1.3 mithilfe des TI-30X Pro:

. . 25 . ) .
Der Winkel zwischen dem Normalenvektor 1 und dem Vektor, der die z-Achse aufspannt, lasst sich

4

mithilfe von cos-! ulV | bestimmen. Mithilfe des TR wird das Skalarprodukt der beiden Vektoren sowie die
T

Betrage der beiden Vektoren bestimmt. Der gesuchte Winkel ist 33,95°grof3; der Neigungswinkel der Eben e

gegentiber der x-y-Ebene betragt 90°- 33,95°= 56,0 5°

DEG DEG . DEG - BEG -

HAMES al EDIT ((cos 1 DotPc [ul . Ck([4: [T 2Anorm CBud kA Dul 2norms [o] o
Dot Froduct 3324529503
tCrossProduct

Jinorm magdnitude

2

Vom Tal aus soll eine Zahnradschiene aus Aluminium fiir ein Transportsystem zur Spitze des
Hangs gebaut werden. Zur Vereinfachung wird angenommen, dass die Zahnradschiene
geradlinig und parallel iber der Hangfldche verlauft. Der Anfang der Zahnradschiene im Tal
liegt in der Talstation im Punkt T (3[t[0,005). Auf der Spitze des Hangs wird im Punkt P ein
0,5m hoher, zur x-y-Ebene senkrechter Mast errichtet, an dessen Spitze S die Zahnradschiene
endet.

(S
[—

Bestimmen Sie den fehlenden Wert t sowie die Gleichung der Geraden g, die den Verlauf der
Zahnradschiene beschreibt.
3 -6

[ Mégliche Geradengleichung: g: X=| 2,5 |+s| -5 |,seR ]
0,005 5

(S
2

Berechnen Sie die Masse der gesamten Zahnradschiene, wenn ein Meter Schiene eine Masse von
27.1kg hat.

(8 BE)
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» Madogliche Bearbeitung der Teilaufgabe 2.2 mithilfe des TI-30X Pro:

Gesucht ist die Koordinate t derart, dass die Koordinaten des Punktes T'(3 | t | 0) die Ebenengleichung
25x+1y+4z=10erfullen: 25-3+1-t+4-0=10 = t=2,5. Die Gerade durch T(3 | 2,5 | 0,005) und
S(0]0|2,505) lasst sich beschreiben durch:

3 0-3 3 -3 3 -6 itos o
x=| 25 |+r 0-25 |=| 25 |+r-25|=| 25 |[+s0-5 -
0,005 2505 -0,005, |0,005 25 0,005 5

Die Lange der Schiene wird bestimmt durch die LAnge des Verbindungsvektors

-25[=464
25
[ 2.5 = E)|normc Lol riakr e [ul 2
4. 636209248 4. 5362809248
ans+100+27. 1
A LERE: 12565, /o306
Die Masse der Schiene mit einer Lédnge von 464 m betragt daher ca. 12566 kg.
3. Zum Abstiitzen der Zahnradschiene miissen in gleichméfBigen Abstinden lotrechte Stiitzmasten
angebracht werden, u.a. eine Stiitze, deren Spitze die Zahnradschiene im Punkt U(1,8/1.5]1.002)

beriihrt.

Da der Boden unmittelbar unter diesem Punkt zu weich ist, werden seitlich versetzt zwei schrige
Stiitzen links und rechts von der Zahnradschiene in den Punkten Q,(1,8018|1.4995]0.999) und
Q,. die in der Hangebene liegen, gebaut.

3.1 Zeigen Sie, dass der Punkt Q; in der Hangebene E liegt.
3.2 Erklédren Sie die Bedeutung der Zeilen (1) bis (4) im Sachzusammenhang.
1.8 ' i
(1) S:x=| L5 [+r1[0]|+s .1.5¢eR & 3x-6y=0
1.002
1,8018 IS
(2) h:x=|L4995 |+t 6|, teR
0,999 .0 )
(3)  5(1.8018+5t)—6(1,4995—6t) =0 = t =—= = D(1.8008 | 1.5007 | 0,999)
(1,8018) 5 [1.7998
4) t*=2d—mp)=—rez—=h:iX=|1,4995 |- -6 |= 1.5019
0,999 0] {0,999
= Q,(1,7998|1,5019|0,999)

(8 BE)

» Madogliche Bearbeitung der Teilaufgabe 3.1 mithilfe des TI-30X Pro:

Der Nachweis, dass der Punkt Q, (1,8018 | 1,4995 | 0,999) in der Ebene liegt, kann durch Einsetzen der
Koordinaten in die Koordinatengleichung erfolgen: s

2,5.1,8018 + 1 - 1,4995 + 4 - 0,999 = 10 2. 2%1. B015+1. 4%
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Alternativ kann dies auch mit der Parameterdarstellung tberpruft werden:

0 4 2 18018 4r +2s =1,8018
0 [+ 0 [+s 5 |=]14995| < Or +5s =1,4995
25 -25 -25 0,999 —-25r —25s =-150
3 E ED}G- E.. =9 == 0L LT 1 OH] " ul|="=-S0LUT L O] " ul|="=-S0LUT L O] " t
‘2 & ol |a=0,3003 y=0, 2999 =z
I8 4| Z3OLKE AGAIH QUIT

Da das lineare Gleichungssystem mit drei Gleichungen und zwei Variablen eindeutig geldst werden kann, ist
der Nachweis erfolgt.

Aufgabe C1

2

Bei der TOTO-13er-Wette (vgl. abgebildeten Ausschnitt aus einem
Spielschein) wird auf den Spielausgang von 13 Fuf3ballspielen ge-
wettet. Fiir jedes der 13 Spiele stehen drei Tipp-Moglichkeiten zur Aus-
wahl:

1 Sieg der erstgenannten Mannschaft,

0 Unentschieden,

2 Sieg der zweitgenannten Mannschatft.

Eine Kombination der 13 Tipps wird Tippreihe genannt. Eine Tipp-
reithe gewinnt, wenn 10, 11, 12 oder 13 Spielergebnisse richtig

vorausgesagt wurder.

‘ TOTO 13er-Wetlte

1. Jemand kennt sich im FufBball nicht aus und fiillt eine Tippreihe g LOSNUMMER
durch zufillige Entscheidungen aus. ", GliicksSpira

Q ’»7 Spiel 77

Begriinden Sie. dass sich dieses Zufallsexperiment als Bernoulli- 62440

Kette deuten ldsst und geben Sie deren Parameter an. SUPER

N..

Ausschnitt aus einem Spiel-

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass e Fufiball-Laie im

TOTO et v o
. : ! e schein mit einer Tippreihe der
— eine Tippreihe vollstéindig richtig ausfiillt TOTO-13e-Wette
— gewinnt.
(11 BE)

» Madogliche Bearbeitung der Teilaufgabe 1 mithilfe des TI-30X Pro:

Abgegeben werden unabhéngig voneinander n = 13 Tipps, die mit Wahrscheinlichkeit p = 1/3 richtig sind
(eine von drei Tipp-Mdoglichkeiten). Beschreibt die ZufallsgrofRe X: Anzahl der richtigen Tipps dann sind die
Wahrscheinlichkeiten der Ereignisse P(X = 13) sowie P(X = 10) = 1 — P(X £ 9) zu bestimmen:

DEG DEG DEG

HIEincH1A 1R t HIEnoH 13 15+ t
=n= FALUE=0. QO000a0s 27 =n= FALUE=0. 995252274

CSUCCESS =0, 2232335, FLSUCCESS ) =0, Z2255..

=1= ZTORE: Y=zt abcd L=a EZTORE: B Y=zt abcd

[ ] S0OLVE AGAIH QUIT CALC S0OLVE AGAIH QUIT

=
)

Es gilt: P(X = 13) = 0,000063 % und P(X = 10) = 0,165 %

Anmerkung: FuRRball-interessierte Schiler kdnnten durch ihre Kenntnisse uber tbliche Spielausgénge irritiert werden; hier geht es aber
nicht um die Wahrscheinlichkeit, dass ein Spiel mit einem Sieg der Heimmannschaft usw. ausgeht, sondern um die Wahrscheinlichkeit,

dass der Tipp richtig ist.
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[

Fuliballinteressierte TOTO-Spieler haben im Allgemeinen grofere Chancen, richtige
Vorhersagen iiber den Spielausgang zu treffen.

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass ein fuf3ballinteressierter TOTO-Spieler, der im
Mittel in 45% seiner Vorhersagen Recht behélt, in einer Tippreihe genau zehn Spielausgénge
richtig voraussagt.

Dokumentieren Sie den vollstindigen Rechenterm, um die Wahrscheinlichkeit, dass ein fufiball-
interessierter TOTO-Spieler in der 13er-Wette gewinnt, berechnen zu kénnen.
Ein Ergebnis ist nicht verlangt.

(7 BE)

» Madogliche Bearbeitung der Teilaufgabe 2 mithilfe des TI-30X Pro:
Fur n =13 und p = 0,45 ergibt sich: P(X = 10) = 1,62 % und P(X = 10) = 2,03 %

E
s

DEG DEG DEG DEG
MIEinoH1a IEdt 1 | EGEEREE L
=n= VALUE=D. O 120223 =n= FALUE=0. 9738 EX1EY
(EUCCESS =0, 4E FLSUCCESS ) =0, HE
=100 STORE: B9z tabod L=a STORE: Il Y=zt abod
CALC SOLVE AGAIH BUIT CALC S0OLVE AGAIH QUIT

13 13 13 13
P(X 210)=| " |D45"° m55° +| ~ |D45" 552 +| . |D,452 55" +| | D45 0,55°
10 11 12 13

Bei der Teilnahme an der TOTO-13er-Wette kostet eine Tippreihe 50 Cent.

Die gesamten Spieleinsédtze werden zu 50% als Gewinne ausgeschiittet. Der Ausschiittungs-
betrag wird zu je 25% auf die vier Gewinnklassen (13. 12. 11 bzw. 10 Richtige) verteilt. Der
auf die jeweilige Gewinnklasse fallende Betrag wird gleichméafig auf die Gewinner aufgeteilt,
wobei der Gewinn des Einzelnen auf volle zehn Cent abgerundet wird.

3.1 Die 42 Ausspielung der TOTO-13er-Wette am 18./19. Oktober 2008 mit einem Gesamt-
spieleinsatz von 635.399.00€ wurde ausgewertet. Von den Ergebnissen in den Gewinnklassen 1
bis 4 liegt folgende, liickenhafte Tabelle vor:

Gewlnn- Anzahl der Gewinner|Betrige

Klasse Nr.||" 8
1 14 ... €]
2 | iy v ] €
3 7 2]
= 2.727) 6.20€ https://www lotto-hessen.de/c/totoewquota
4 53.143|| 1.40€ (abgerufen 21.09.2010)
Berechnen Sie die in der Tabelle fehlenden Gewinnbetrage fiir die Gewinnklassen 1 und 2.
3.2 Die Wahrscheinlichkeit, dass ein fufiballinteressierter TOTO-Spieler, der in 45% seiner Vorher-

sagen Recht behilt, in der 13er-Wette beim TOTO gewinnt, betragt etwa 2% (Ergebnis des
Rechenterms aus Aufgabe 2).

Geben Sie an, wie viele Tippreihen abgegeben wurden. Berechnen Sie, wie viele Gewinne in
der 42. Ausspielung insgesamt zu erwarten gewesen wiren, wenn die Tippscheine zufillig mit
einer 45 %-igen Trefferquote gemil Aufgabe 2 ausgefiillt worden wéren und vergleichen Sie
Thre Ergebnisse mit der tatsdchlichen Anzahl der Gewinnreihen.

Ermitteln Sie einen ungefihren Wert fiir die Wahrscheinlichkeit, einen Spielausgang korrekt
vorherzusagen, damit die tatsdchlich aufgetretene Anzahl der Gewinne entsteht.

(12 BE)
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» Madogliche Bearbeitung der Teilaufgabe 3.1 mithilfe des TI-30X Pro:

Gesamt-Spieleinsatz: 635.399,00 €

50 % Ausschittung: 635.399,00 € : 2 = 317.699,50 €

Ausschittung pro Gewinnklasse: 317.699,50 € : 4 = 79.424,875 €

Ausschiittung pro Spiel in Gewinnklasse 1: 79.424,875 € : 114 = 696,70 €

Ausschittung pro Spiel in Gewinnklasse 2: 79.424,875 € : 1732 = 45,80 €

Ausschittung pro Spiel in Gewinnklasse 3: 79.424,875 € : 12727 = 6,20 € (Rechnung zur Kontrolle)
Ausschittung pro Spiel in Gewinnklasse 3: 79.424,875 € : 53142 = 1,40 € (Rechnung zur Kontrolle)

DEG g BEG DEG g BEG el

B3I23992 o424, 873,114 rad2d,. 8731732
A17E99. 5 z= B35, YOS4235 453.83731513

anss4 73424, 875 |48 =0

ans+a 7424, 875|[Fla=79424. 875

DEG g BEG el

vad2d, B3 2727 ||V RdEd, 8V 005142
B 2406359621 1. 4945378206

» Madogliche Bearbeitung der Teilaufgabe 3.2 mithilfe des TI-30X Pro:
Anzahl der abgegebenen Tipps: 635399 € : 0,50 € = 1.270.798

2 % der abgegebenen Tipps: ca. 25.416

Tatsachliche Anzahl der Gewinntips: 114 + 1.732 + 12.727 + 53.142 = 67.715
67.715 von 1270798 = 5,33 %

5353995 114+1732+127 27+ [6FF 151270728 13 nCr 10 23
1270798 Errilo 0.033285416([13 nCr 11 a3

ans+. 02 13 nCr 12 13
25415, 96

Gesucht ist ein Wert fir p, fir den gilt
— 13 10 _ )3 13 11 _n\2 13 12 A\ 13 13 —_n)° =
P(X 210)—[10JED {(1-p) +[1JED @-p +[12ij @-p) +[13ij [(1-p) =00533

Erwartet wurde, dass die Abiturienten dies anhand der beigefiigten Tabelle einer Binomialverteilung mit n =
13 ablesen.

Mithilfe der [table]-Option des TR kann dieser Wert numerisch exakt bestimmt werden: Man definiert eine
Funktion f durch f(p) = Pp(X 2 10), d. h. in Abhé&ngigkeit der Erfolgswahrscheinlichkeit p, und bestimmt
mithilfe der Wertetabelle dieser Funktion den Schatzwert fur p:

13 13 13 13
f(x) = ™ M1-x)* + kM [1-x)* + k™ 1- x)* + ™ q1-x)°
(x) (10} 1-x) 1 H1-x) 12 1-x) 13 H1-x)
= 286 (X [1- x)°® + 78 k™ [{1- x)? +13 X2 [{1- x) + x* = 286 (X [{1 - x)° + 78 (k™ —156x'2 + 78x™® +13 (k2 ~13x™ + x*3
=286 [x*° Q- X)3 +78 [x™ -143x* + 66x™

Wegen der Beschrankung der Anzahl der Zeichen eines Funktionsterms beim TI-30X Pro missen die letzten
Terme ausgerechnet (entwickelt) werden. Mithilfe der Wertetabelle von f findet man: p = 0,51

DEG DEG DEG DEG
_ 10 1 - || i f| =« (D x FE
fona=286%" " C1-8r M are=n. o. 0zozuizue [|o. G2 |0 059cerasy
TLep=0. 01 ; 0 0FYF 15797 |0 s On OE 142575
CDEER % = % Geuz |6 0EzEEREL » OCIECE1Z4
CALC ||%=0. uE =0, 51
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Aufgabe C2

Kinderspielzeug — Jedes Fiinfte ist mangelhaft

Die nordrhein-westféalischen Ministerien fiir Verbraucherschutz und Gesundheit haben 150 unter-
schiedliche Spielzeuge fiir Kleinkinder im Alter von bis zu drei Jahren auf ihre Sicherheit untersucht.
Dabei zeigte sich, dass jedes fiinfte Spielzeug bei dieser Untersuchung durchfiel.

Haufigster Schwachpunkt: Kleinteile (z. B. Réader an Fahrzeugen oder Verzierungen), die sich leicht
vom Spielzeug 16sen und verschluckt oder eingeatmet werden kénnen.

Neben den Kleinteilen sind enthaltene Schadstoffe ein Durchfallgrund: In 16 der 150 Proben wurden
gesundheitsschidliche Stoffe (z.B. die Weichmacher Phthalate oder Formaldehyd) gefunden, die zur
Mangelbewertung fiihrten.

Quelle: Ministerium fiir Umwelt und Naturschutz, Landwirtschaft und Verbraucherschutz des Landes Nordrhem-Westfalen.
Pressemutteilung vom 05.04.2009

1. Dieser Artikel enthélt keine Angabe, wie viele der 150 untersuchten Spielzeuge gefahrliche
Kleinteile enthielten.
Entscheiden Sie, ob die Anzahl der untersuchten Spielzeuge mit gefdhrlichen Kleinteilen 14, 21
oder 37 sein kann.
(6 BE)

Jedes 5. Spielzeug fiel durch, d. h. ca. 30 Spielzeuge bestanden den Test nicht = es kdnnen nicht 37
Spielzeuge mit geféhrlichen Kleinteilen gewesen sein.

16 von 150 Proben enthielten gesundheitsgefahrliche Stoffe (zweithdufigster Schwachpunkt) = es kénnen
nicht 14 Spielzeuge mit geféhrlichen Kleinteilen gewesen sein.

2

Um die Wahrscheinlichkeit p zu berechnen, dass eines der untersuchten 150 Spielzeuge gefihi-
liche Kleinteile aufweist, verwendet jemand als Ansatz die Gleichung

(1-p)|1- 6 ]20.8 .

. 150

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit p und erklaren Sie diesen Ansatz beispielsweise mithilfe
eines Baumdiagramms. Geben Sie dabei Voraussetzungen an, unter denen dieser Ansatz richtig

1st.
(11 BE)
Spielzeug enthalt Spielzeug enthalt
gefahrliche Kleinteile gesundheits-
gefahrliche Stoffe
16/15 ja p-16/150
ja
p 134/150 nein p-134/150
1-p
16/15 ja (1-p)-16/150
nein
134/150 nein (1-p)-134/150 = 80 %

Unter der Voraussetzung, dass es nur diese beiden Mangeltypen bei Spielzeugen gibt und beide
unabhangig voneinander auftreten, beschreibt die angegebene Gleichung die Wahrscheinlichkeit, dass
keine der beiden Mangel vorliegt. Aus der Gleichung ergibt sich p = 10,45 %.
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¥

Eine grofe deutsche Spielzeugfirma ist iiberzeugt, dass deutsches Spielzeug vergleichsweise deut-
lich weniger Méngel aufweist. Sie behauptet, dass weniger als jedes zehnte Spielzeug mangel-
haft ist. Sie beauftragt ein Institut, dies zu {iberpriifen. Das Institut untersucht darauthin 100 zu-
fallig ausgewdhlte deutsche Spielzeuge mit der Nullhypothese

Hy: Mindestens jedes zehnte Spielzeug ist mangelhaft.

3.1 Es wird vorgeschlagen, dass Hy bei weniger als 6 mangelhaften Proben der 100 Spielzeuge ab-
gelehnt wird. Geben Sie an, was bei diesem Test ein Fehler 1. Art ist, und ermitteln Sie die
maximale Wahrscheinlichkeit, einen solchen Fehler zu begehen. Begriinden Sie, warum die
Wahrscheinlichkeit auch kleiner sein kann.

3.2 Das Institut beschliefit, fiir den Hypothesentest ein Signifikanzniveau von 1 % zu verwenden.

Entwickeln Sie eine Entscheidungsregel und bewerten Sie die obige Behauptung der Spielzeug-
firma fiir den Fall, dass bei dem Test 3 der 100 Proben Mangel aufweisen.

(13 BE)

» Mogliche Bearbeitung der Teilaufgabe 3.1 mithilfe des TI-30X Pro:

X: Anzahl der mangelhaften Spielzeuge in der Stichprobe

Verwerfungsbereich der Hypothese Hy: X < 6 (kritischer Wert des Hypothese: k = 5,5)
Fur p =0,1 und n =100 gilt: P(X < 6) = P(X £5) = 0,058

Fur p > 0,1 und n =100 gilt: P(X < 6) = P(X £5) < 0,058, denn je grolRer die Wahrscheinlichkeit p ist, umso
gréRer wird der Erwartungswert und desto weiter liegt der kritische Wert vom Erwartungswert entfernt.
Beispielsweise gilt fir p = 0,11 und n = 100: P(X < 6) = P(X £ 5) = 0,030. Die maximale Wahrscheinlichkeit
fur einen Fehler 1. Art betrégt daher 5,8 %.

DEG DEG DEG DEG

1 | EEEREER IR L 1 | EEERETER IR

FALUE=0. OE7EFESSE =n= FALUE=0. 0Z024EFY
FLSUCCESS =0, 11

SZTORE: B4 =tabcd =K SZTORE: B4 =tabcd

[ ] SOLVE AGAIH QUIT CALC SOLVE AGAIH QUIT

=n= 1}
FLSUCCESS=0. 1
A=E

Bei einem Fehler 1. Art liegt das Stichprobenergebnis zufallig im Verwerfungsbereich der Hypothese, obwohl
die Hypothese wabhr ist, d. h. die Anzahl der mangelhaften Spielzeuge in der Stichprobe ist zuféllig kleiner als
6, obwohl der Anteil mangelhafter Spielzeuge in der Gesamtheit (= Erfolgswahrscheinlichkeit p) mindestens
10 % betréagt.

» Mogliche Bearbeitung der Teilaufgabe 3.2 mithilfe des TI-30X Pro:
Anhand der Tabelle der kumulierten Binomialverteilung fur p = 0,1 kann man ablesen, dass gilt:
P(X = 3)=0,0078 < 0,01, d. h. die Entscheidungsregel lautet:

Verwirf die Hypothese p = 0,1, falls weniger als 4 Spielzeuge mit Mangeln in der Stichprobe vom Umfang
n = 100 gefunden werden.

Demnach misste die Behauptung der Spielzeugdfirma (p < 0,1) zurtickgewiesen werden.

EG DEG o BIES
ESUCCEEEJ g 1 SAVE E|'|:| 12IHE3L3 PE g. 33%3
F =01, H n
LS
+ CALC|[L1iiHI==
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